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XI. osztaly — I. fordulo

1. feladat. Az (z,),en+ valos szamsorozatot a kovetkezéképpen értelmezziik:

r1=1 ¢és

barmely n > 1 esetén. Ha

3

Ay =

B
Il

szamitsd ki a kovetkezs hatarétékeket:

a) lim a,;
n—oo

b) lim b,.

n—oo

Megoldads.

a) Mivel 2,41 + 1 =n(z, + 1), minden n € N* esetén, igy rendre irhatjuk, hogy

Tpi1 =N Ty, +n—1,

k-1
2 b — -
e Z1‘|'$1c+1

k=1

dr. Bencze Mihdly, Brasso
Szilagyi Judit, Kolozsvdr

(1 pont)

tp+1l=(Mn—-1) - (x,_1+1)

Tp1+1=(n—

2) : (*rn—? + 1)

Az egyenleteket Osszeszorozva kapjuk, hogy x, = 2(n — 1)! — 1, minden n € N* esetén.

Innen

an_zl—i-l'k:_z

e
tehat lim a, = =
n—00 2
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(3 pont)

1+1+1+ S
12 (n—1)!)"

(2 pont)



[II. OMMO - XI. osztaly

b) Irhatjuk, hogy

k-1 1 k—1
b, = == _— 1 pont
1 1 —|— ka 2 kZ:; l{f' ( )
BE. ( 1 1 )
D) (k=1 &
2 £~ (k=10 k
BN T R SR B 1
2 1! 12 2! 3! (n—1))! n!
1 1
=3 (1 - m) ) (2 pont)
innen lim b, = —.
n—00 2
Hivatalbol (1 pont)
[
2. feladat. Ha A € My(R), akkor igazold a
gdet(AQ + A+ L) > (1 —det A)? + (1 + Tr A)?
egyenlGtlenséget! dr. Bencze Mihdly, Brasso

Ugron Szabolcs, Sepsiszentgyorqgy

Megoldas. Legyen az A matrix karakterisztikus polinomja

pa(r) =det(A —2l) = 2% — ax + b,

ahol a = Tr(A) és b = det(A). (2 pont)
Teljesiil, hogy

det(A% + A+ 1) = det(A — ely) det(A — 1,,) = pa(e) - pa(e?),

ahol e3 =1és¢e # 1. (2 pont)

Azt kapjuk, hogy

det(A>+ A+ L)=(*—a-c+b)(e—a-2+b)=a’>+b*+ab+a—0b+ 1. (2 pont)

Igazoljuk, hogy

g(a2+b2+ab+a—b+1)2(1—b)2—|—(1—|—a)2.

Ezt rendezve kapjuk, hogy

5a* + 8ab + 2a + 5b* — 2b+2 > 0,

ami ekvivalens a

(2a+2b)? +(a+1)*+(b—-1)*>0 (3 pont)

egyenlGtlenséggel, ami igaz barmely a,b € R esetén.
Hivatalbol (1 pont)
[ |
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k+1

n Y

3. feladat. Az (x,),>1 sorozatot a kovetkezSképpen értelmezziik: z; € (0,1) és xpy1 = T — T
minden n € N* esetén, ahol k € N* rogzitett.

a) Igazold, hogy a sorozat konvergens és szamitsd ki a hatéarértékét!

b) Szémitsd ki a lim n#z, hatérértéket!
n—oo

dr. Bencze Mihaly, Brasso
Vinyi Emese, Szatmdrnémeti

Megoldds.

a) Indukci6val igazoljuk, hogy ,, € (0, 1), minden n € N* esetén. Ha z,, € (0, 1), akkor z* € (0, 1).
Innen kovetkezik, hogy 1—1zF € (0, 1), tehét z,,1 = x,(1—2%) € (0,1), vagyis (z,),>1 korlatos.

(1 pont)

Ugyanakkor x,,1 — z, = —2*t1 < 0, tehat a sorozat szigortian csokkend. Mivel a sorozat
monoton és korlatos, igy konvergens is. (1 pont)
Létezik lim z,, = [. Hatéarértékre térve a rekurzios osszefiiggésben az [ = [ — [**! Ssszefiiggést

n—oo
kapjuk, ahonnan [ = 0. (1 pont)
b) Legyen y, = nt - ,, ckkor y¥ = n - 2. Kiszémitjuk a lim y* hatarértéket. (1 pont)
n—oo

Teljesiil, hogy

ok
lim y, = lim —.
n—oo n—oo —-
Z

Mivel ¥ € (0,1) és aF szigoran csékkend, valamint lim x, = 0, az = sorozat névekvs és nem
n—oo n

korlatos. (1 pont)
A kovetkezdket irhatjuk:

n+1l—n zk ok xRk (1 — gk)* k(1 — zk)k
lim ——— = lim —2"L — iy L = lim ——*~— 1 pont
S T G T S O T (g (PO
- (1 — ) - (1 —ap)"
= lim 5 5 = lim ) 3
nooo kxk — CraZk + ... — (=1)kak”  nooc kb — CRak 4. — (—1)kak"—+
(1 pont)
1
=
mivel lim 2% = 0, az €l6z6 alpont alapjan. (1 pont)
n—oo
A Cesaro-Stolz tétel értelmében, azt kapjuk, hogy lim y» = 1, ahonnan lim y, = {/+.
n—oo n—oo
(1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
[
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4. feladat. Legyen n > 2 egy természetes szam és A, B € M,,(C), agy, hogy det(A) =1 és a B
matrix Osszes eleme egyes. Igazold, hogy ha det(A™! + B) = 1, akkor A elemeinek sszege nulla!

Kajanto Sdandor, BBTFE
Lukdcs Andor, BBTE

Elsd megoldds. A feltétel alapjan

1 =det(A)det(A™" + B) = det(AB + I,,). (2 pont)
Ha A = [aij]1<ij<n, akkor
ai; Qg ... Qin 11 1 s1 S S1
I LR T ) Ao
ity o am) \L 1 1) \s s s
ahol s jeloli az A métrix k-adik sordban 16v6 elemek Gsszegét, minden k& € {1,2,...,n} esetén.

Ekkor a kovetkezdket irhatjuk

s1+1 S1 . S1 1 1 o 1
I B (B0 90 | S I
s'n S.n . Sn + 1 = s.n s'n .. Sn —{— 1

1 0 ... 0

= <1+i8k> 5:2 1 O :1+isk. (1 pont)
k=1 B o k=1

s, 0 ... 1
Innen kévetkezik, hogy A elemeinek 6sszege i sp = 0. (1 pont)
Hivatalbol = (1 pont)

|
Megjegyzés. Ha 1 = det(A~! + B) det(A) = det(BA+ I,,)-bél indulunk ki, akkor BA métrix elemei

az oszloponkénti Osszegek lesznek és igy az 1 =1+ > o, egyenlséghez jutunk.
k=1

Madsodik megoldds. Eszrevessziik, hogy A elemeinek sszege Tr(AB). Egyrészt
1 =det(A)det(A™ 4+ B) = det(AB + I,) = pap(—1),

ahol pap az AB karakterisztikus polinomja. Masrészt, mivel rang(A) = n és rang(B) = 1, ezért
rang(AB) = 1. A karakterisztikus polinom tulajdonsagai alapjan ez azt eredményezi, hogy

pap(z) = (=1)"2" + (=1)" ' Tr(AB)2" ",
minden = € C esetén. Az el6bbiek alapjan
1 =pap(—1) =1+ Tr(AB),

ahonnan Tr(AB) = 0, vagyis A elemeinek 6sszege nulla. [ |
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Harmadik megoldds. Ha A = [ai;]1<ij<n €8 A™F = [qujli<ij<n, a det(A) = 1 feltételbd] kovetkezik,
hogy ai; = (—1)"§;; az aj; algebrai komplementuma. Hasonloan, az (A™!)™' = A dsszefiiggésbol
(és mivel det(A™1) = 1), kovetkezik, hogy a;; = (—1)"d;; az aj; algebrai komplementuma. Legyen
Oy, az A~! matrix k-adik oszlopa, valamint V = (1 1 ... 1)T a B matrix k-adik oszlopa, minden
ke {1,2...,n} esetén. A determinéans tulajdonségai alapjan irhatjuk, hogy

det(A™' + B) =det(0; + V,02 + V,..., 0, + V)
=det A+ det(Oy,...,04-1,V,Ops1,...,0y)
k=1

=det A + i i(-l)kJrldkl

k=1 I=1

:detA—i—iialk.

k=1 =1

A megadott feltételek alapjan innen kévetkezik, hogy A elemeinek Gsszege nulla.
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