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X. osztaly — 1. fordulé

1. feladat. Adottak az aj,as, a3 € (1,+00) és

2 2 2
_ ay as as
2a9 +a3  2as3+a1  2a1 + as

szamok. Igazold, hogy log,, t + log,, t + log, t > 3. dr. Bencze Mihdly, Brasso

Megoldds. Alkalmazva a Bergstrom-egyenldtlenséget (vagy a Cauchy—Schwarz-egyenlétlenség kovet-
kezményét), azt kapjuk, hogy

_ a3 a3 (a1 + az + as)? _aitaytas (2 pont)
2a0 +az  2a3+a;  2a;+as — (202 + az + 2a3 + a; + 2a; + az) 3 )

Felhasznalva a szamtani és mértani kozepek kozotti egyenlStlenséget, miszerint 42+ > 8/a1a5a;3
kovetkezik, hogy
t > Yajasasz, Vay,as,az € (1,00). (2 pont)

Igy

log,, t +log,, t +log,, t > log, </aiazas + log,, /aiazas + log,, /aiasas

1
= (loga1 ay +log,, as +log, az+---+log,, a1 + log,, as + log,, a3)

3
(2 pont)
1
=3 [3 + (log,, az + log,, a) + (log,, as +log,, az) + (log,, a; + log,, ag)}
1 1 1
=5 |3+ |log,, ax+ + -+ | log,, a1 +
3 log,, as log,, a1
1
>2-(3+2+2+2) =3, (2 pont)

1
ahol alkalmaztuk az x + — > 2, Vo > 0 egyenl6tlenséget a log, b > 0 szamokra, ahol a,b € (1, +00).

x
Mivel a megoldas soran alkalmaztuk a szédmtani és mértani kozepek kozotti egyenlGtlenséget az
ai, as,az > 1 szamokra, kovetkezik, hogy egyenlgség csak akkor allhat fent, ha a; = as = a3. Ebben

az esetben valoban fennall az egyenlGség. (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
[

Megjegyzés. (dr. Bencze Mihaly) Az el6bbi megoldashoz hasonloan igazolhato a kovetkezs, alta-
lanosabb allitas is:
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ITI. OMMO - X. osztaly

Ha n > 3, természetes szam, aq, as,...,a, > 1 valds szdmok és
a? a? a? a? a?
— 1 + 2 4ot n—2 + n—1 n 7
(n—1)as+as (n—1)az+ ay (n—1ap-1+a, (n—1a,+a1 (n—1)ay+ as
akkor

Z log, t > n.
k=1

2. feladat. Adott az O kozéppontu és egységsugariu korbe irt ABC' haromszog és jelolje M, N és P
rendre az AB, AC és BC oldalak felez6pontjait.

a) Igazold, hogy 90G? + AB? + AC? + BC? = 9, ahol G az ABC haromszog stlypontjal

b) Ha 4(MO? + NO? + PO?) = 3, igazold, hogy az ABC haromszog egyenls oldalu!
Matéfi Istvan, Marosvdsdrhely

Megoldas.

a) Komplex szamok segitségével oldjuk meg a feladatot. Tekintstink egy O kézépponti koordinata-
rendszert és jelolje A(a), B(b), C(c), és G(g) a pontok affixumait. Innen kévetkezik, hogy

90G? + AB* + AC* + BC? = 9|g/* + |b — al* + |c — a|* + |c — b]*. (2 pont)
Felhasznélva a |z|* = z - 7 Osszefiiggést, azt kapjuk, hogy (1 pont)
a+b+cl|

9 +1o—al*+|c—al® +|c—bf* =

3
—(a+b+c)a+b+e)+(b—a)(b—a)+(c—a)@—a)+ (c—b)(E—0D)
= a@ + ab + ac + ba + bb + be + ca + cb + ce+

+ bb — ba — ab + a@ + ¢¢ — ca — at + aad + ¢¢ — cb — be + bb
=3lal* +3b|* +3|c?=3-1+3-1+3-1=09, (2 pont)

ahol felhasznaltuk, hogy |a| = |b| = |¢| = OA=O0B =0C = 1.
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ITI. OMMO - X. osztaly

b)
A
B
P c
Az AOB haromszogben felirjuk az oldalfelezd tételét:
2(0A? B?) — AB?
OM? = (OA* +0B?) |
4
ahonnan 40OM? = 4 — AB?. Megismételve a fenti gondolatmenetet az AOC, illetve a BOC
haromszogekben, azt kapjuk, hogy
4ON? =4 — AC* ¢és 40P? =4 — BC? (2 pont)
Osszeadva a kapott Osszefiiggéseket, azt kapjuk, hogy
4(MO? + NO? + PO?) = 12 — (AB? + AC? + BC?). (1 pont)
Az a) alpont alapjan innen kovetkezik, hogy
3=12-9+90G?,
vagyis OG? = 0 és O = G. Tehat az ABC haromszdgben a koré irt kér kozéppontja egybeesik
a sulyponttal, ezért az ABC haromszog egyenls oldalu. (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
[ |

3. feladat. Adott az ABC DEF szabalyos hatszog, melynek O a kézéppontja. Legyen M € (AB) és
N € (BC) ugy, hogy AM = BN. Ha P felezépontja az (INFE) szakasznak, @ felez6pontja az (M P)
szakasznak és R felez6pontja az (AO) szakasznak, igazold, hogy a C, @, R pontok egy egyenesen
helyezkednek el! Turdean Katalin, Zilah

FElsd megoldds. Komplex szamok segitségével oldjuk meg a feladatot. Az xOy koordindta-rendszert
ugy valasztjuk meg, hogy annak kezdépontja egybeessen a hatszog kozéppontjaval, valamint az A
pont affixuma 1 legyen.
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ITI. OMMO - X. osztaly

Y

Innen kovetkezik, hogy a szabélyos hatszog csiicsainak affixuma a kévetkezGképpen irhato:

ahol w = cos g + @'sing, vagyis w? = —1 ésw € C\ R. (2 pont)

Mivel AM = BN és AB = BC, kovetkezik, hogy

AM BN
a0 _ 24 hol .
MB NC k7 ahol & >0

A szakaszt adott ardnyban oszté pont affixuma alapjan

2a+kzg 14+ kw & 2g+kze  w+ kw? (2 pont)
z frnd g z = == .
M 1+k 1+ k N 1+ k 1+k p

Felirjuk a P, (), R pontok affixumat. Mivel w? —w + 1 = 0, ezért

wkw?

2N + 2 e W kw?—kw k(w?—w) k
A = = ey = — —
r 2 2 21+k)  2(1+Fk) 201+ k)’
L _amtee _ S 2+ 2%k — K
“ 2 2 A1+ k)
1

Az el6bbi Osszefiiggésekbdl kovetkezik, hogy

kw—k kw—3k
2Q — %R _ 21_(21+k) - % _ 24(1+l§) _ /{1(2UJ — 3)
20 — 2R w?—1 2‘“22*1 2(14+k)(2w? — 1)
k(2w — 3) k
= = € R* 3 t
20+ k)2w—1—1) 2(1+k) ’ (3 pont)
és ezért a C', ), R pontok egy egyenesen helyezkednek el.
Hivatalbol (1 pont)
[ |

47



ITI. OMMO - X. osztaly

Masodik megoldds. Legyen O_,Zl =da és O? = b. Innen kovetkezik, hogy O? = 1@ =b— a, O? =—a

& OF = b, (2 pont)
AM BN

Mivel AM = BN és AB = BC, kovetkezik, hogy ——

VB~ NC k valamilyen k& > 0 esetén. Az
el6z6 Osszefiiggesek alapjan

. OA+kOB G+kb _ = OB+kOC b+k(b—ad) —ki+(1+k)b

OM = = 6s ON = = =
T+k itk O T+ k T+ k 1+ k
(2 pont)
Innen kévetkezik, hogy
— —ka+(1+k)b 7 .
O?ZON+O—E>:%—I)Z ki
2 2 2(1+ k)’
- a+kb a . -
50 OM+0P TR -5t (2—k)a+2kb
B 2 B 2 A1+ k)
Ob — g_ (2 pont)
Az el6z6 Osszefliggések alapjan
k)d+2kb @  —3kad+2kb k -
RO =00 — Ok = e - 3+ 20
RG =00 - 1+k) 2T a0 R Ak e
valamint . .
a - 3a — 2b —3ad + 2b
m:@_w:g_@_@: i )
tehat @ k) Cﬁ Innen kévetkezik, hogy C, @, R kollinearisak. (3 pont)
Hivatalbol 1 pont
p
[ |

4. feladat. Adott az n rogzitett természetes szam. Hatérozd meg azokat az f: (0,+00) — R
fiiggvényeket, amelyekre

(zy)" - lg(zy) < 2"f(y) +y" f(x) < f(zy),

minden z,y > 0 esetén! dr. Bencze Mihdly, Brasso

FElsé megoldds. Ha x = y = 1, akkor a megadott feltétel alapjan 1™-1g1 < 1™ f(1)+1™- f(1) < f(1),
ahonnan

0<f(@)+f(1) <f(1), tehat f(1)=0. (1)

(2 pont)

Ha y = 1, akkor 2" lgax < z"f(1) + 1" - f(x) < f(z). Felhasznélva az (1| Osszefiiggést, kovetkezik,
hogy minden = > 0 esetén

a"-lgx < f(x). (2)

(2 pont)

1
Ha most y = —-et helyettesitiink a kezdeti feltételbe, akkor az
x

(2 )< () e onncr (o2
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ITI. OMMO - X. osztaly

Osszefiiggést kapjuk minden x > 0 esetén. Innen kovetkezik, hogy

xn

g1 gf(l) b @) < )

minden = > 0 esetén, amibdl ugyancsak az Osszefliggés alapjan azt kapjuk, hogy

1 1
0§x"-f(—>+—-f(x)§0,
x zn
, ) » 1 1 . 1 1 .
minden z > 0 esetén. Ez alapjan 2" - f { — | + — - f(x) =0, tehat f | — ) = ——- - f (z), minden
T " T vl
x > 0 esetén. (2 pont)
1
A egyenlGtlenséghdl az x — — helyettesitéssel kovetkezik, hogy
x
1 1 1 1
Lo (—) <7 (—) — L @), veso, (1 pont)
n T T e
: 1 1 : , . . 9
vagyis ——lgz < ——— f(z), minden z > 0 esetén. Ezt az Osszefiiggést beszorozva (—x*")-nel, az
" xem
" lgx > f(x), Vr>0 (3)
(1 pont)
egyenlGtlenséghez jutunk. A és egyenlGtlenségek alapjan egyetlen ilyen f fiiggvény létezik és
flz) =2a"-1gz, Vz>0. (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
[

Mdsodik megoldds. Ha osztjuk a megadott egyenlStlenségeket az (zy)"™ > 0 szdmmal minden z,y > 0

esetén, akkor az
fly) | flz) _ flzy)

lg(zy) < + < , Vx,y>0 1 pont
(zy) o S e ( )
ekvivalens egyenl6tlenséghez jutunk. Vezessiik be a g: (0,00) = R, g(z) = M fiiggvényt. Az f-re
xn
megadott egyenlGtlenségek igy egyenértékiiek a
lg(zy) < g(x) +9(y) < g(zy), Vo,y>0 (1 pont)

egyenlStlenségekkel. Innen a az alabbi kévetkeztetéseket vonhatjuk le:

a) az x =y = 1 helyettesitésbdl kovetkezik, hogy 0 < 2¢(1) < g(1), tehat g(1) = 0; (1 pont)

1 1 1

b) azy = — helyettesitésbdl kovetkezik, hogy 0 < g(x)+g¢ (—) < g(1) =0, tehat g (—> = —g(z),
x x T

minden = > 0 esetén; (1 pont)
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ITI. OMMO - X. osztaly

c) az y = 1 helyettesitésbol kovetkezik, hogy lgx < g(z), minden = > 0 esetén; (1 pont)

1
A ¢) és b) alpontok alapjan az x — — helyettesitésbdl azt kapjuk, hogy
x

1 1
—lgr=1lg— <y (—) =—g(x), Yz >0, (2 pont)

x x
tehat lgz > g(x), minden z > 0 esetén. Innen viszont a c) alpont alapjan azt kapjuk, hogy
g(x) =lgx, vagyis f(z) = 2" -1gz, minden x > 0 esetén. (2 pont)
Hivatalbol (1 pont)
[

Megjegyzés. A masodik megoldasban bemutatott gondolatmenet alapjan teljesiil, hogy ha n € N
és n > 2, akkor a

lg <ka> SZQ(Ik)§g<HIk>, V$1,$2,...,In>0
k=1 k=1 k=1

fliggvényegyenltlenség megoldasa g(z) = lg .
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