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III. orszagos magyar matematikaolimpia

XXX. EMMV
Déva, 2020. februar 11-16.

IX. osztaly — I. fordulo

1. feladat. Legyen A, = {z € (0,+00) | 2® + [z] < n} és B, = {x € (0,+0) | [z*] + © < n}, ahol

[x] jeloli az x szam egész részét és a € Z.
a) Igazold, hogy A, C B,41, barmely n € N esetén!

b) Igazold, hogy B, C A,.1, barmely n € N esetén!

dr. Bencze Mihdly, Brasso
Kocsis Attila, Déva

Megoldas.
a) Ha z € A, akkor z* + [z] < n, ahonnan z® + [z] + 1 < n + 1.
De [z%] < 2% és z < [z] + 1, igy (2 pont)
%]+ <z*+[z]+1<n+1, (2 pont)
vagyis x € B,1. (1 pont)
b) Ha z € B,,, akkor [%] + & < n, ahonnan [z®]|+ 2+ 1 <n+ 1.
De z* < [z*] + 1 és [z] < z, igy (2 pont)
2+ [z <[2%]+14+2<n+1,
vagyis © € A,i1. (2 pont)
Hivatalbol (1 pont)
|
2. feladat. Oldd meg a valds szamok halmazén az
2\ 1010 2\ 1010 o\ 22 b 2020
1010 - (—) + (—) — 2022 — (—) + (—)
a x b Y
egyenletet, ahol a,b € R*. Toth Csongor, Szovdta
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I[II. OMMO - IX. osztaly

Megoldds. Az egyenlet akkor értelmezett, ha x,y # 0.
' 2\ 1010 Y 2020 '
Mivel (—) és (5) pozitiv, ezért

a
1010 1010 2020 b 2020
(E> + (2) > 2 és <%> + <—> > 2. (3 pont)

a T

Innen kovetkezik, hogy

2\ 1010 a 1010 Y 2020 b 2020
1010 - ((—) + (—) ) > 2020 6 2022 — <5> + (—) <2020. (1 pont)
a x y

A megadott egyenlGség akkor és csakis akkor teljesiilhet, ha

1010 1010 2020 b 2020
(f) + (9) =2 ¢&s <g> + (—) = 2. (2 pont)
a x b Yy
Ez csak akkor lehetséges, ha
7\ 1010 Y 2020
e
a b
innen .
— =41, ahonnan x = +a,
a
valamint
% =41, ahonnan y = +b. (2 pont)
Kovetkezésképpen
M = {(CL, b)v (—CL, b)7 (CL, _b)a (_a7 _b>} (1 pOIlt)
Hivatalbol (1 pont)

3. feladat. Legyen x; = 4, xo = 6 és minden n > 3 esetén legyen x, az a legkisebb Osszetett
természetes szam, amely nagyobb, mint 2x, | — z,_s.

a) Hatéarozd meg a sorozat 2020-adik tagjat!

1 1
< .
LpLp+1T k42 1575

b) Igazold, hogy Z
k=3

Turdean Katalin, Zilah

Megoldds.  a) Kiszamoljuk a sorozat els§ néhany tagjat: (1 pont)
209 —x1 =2-6 —4=8, ahonnan m3:9:—3<3;—3)
203 — 19 =2-9—6=12, ahonnan z,=14= —4(4; 3)
20y —x3=2-14—-9=19, ahonnan x5 =20= —5(5;— 3)
205 — x4 = 220 — 14 = 26, ahonnan x4 =27 = w
206 — x5 = 227 —20 = 34, ahonnan x7=35= 7(77—’_3)
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I[II. OMMO - IX. osztaly

3
Matematikai indukcioval igazoljuk, hogy z,, = @, barmely n > 3 esetén. (1 pont)

A korabbi szamolasok alapjan az allitas igaz n € {3,4,5,6,7} esetén. Feltételezziik, hogy

Ty = M, valamint 1y, = (k+1)(k+ 4),
2 2
2
és igazoljuk, hogy Tj.o = (k+ )Q(k + 5).

Teljesiil, hogy
2(l<: +D)(k+4) k(k+3)  2(k* +5k +4) — (k* + 3k)

2 2 P
B +Tk+8 K +Tk+10 1_(/{:+2)(k+5) .
- 2 - 2 o 2 o

kE+2)(k+5
(k+2)(k +5) természetes és Osszetett,

2
E+2)(k+5
valamint pontosan 1-gyel nagyobb, mint 2x1 — xx. Azt kaptuk, hogy zj40 = (k+2)(k+ )

2
3
@’ minden n > 3 esetén. Innen kovetkezik, hogy

T2020 = 1010 - 2023. (3 pont)

2Ty — X =

Mivel (k +2) és (k + 5) koziil az egyik paros, ezért

A matematikai indukci6 alapjan x,, =

b) A kovetkezdket irhatjuk

n n

1 1
; ThThog1 L2 - pt k(k2+3) ] (k+1)2(k+4) ] (k+2)2(k+5)
- 1
=38 1 pont
kz:;k(k:+1)(k+2)(k+3)(k:+4)(k+5) (1 pont)
8 (k+5)—k

B 5; k(k+1)(k+2)(k+3)(k+4)(k +5)

n

8 1 1
- 5; (k<k+ D+ 2)(k+3)(k+4)  (kt1)(k+2)(k+3)(k +4)(k + 5)) (2 pont)

8 1 1 . 1 1
5\3-4.567 45678 4.56-7-8 5:6:7-8-9

1 1
T D)+ 2)m+3)n+d)  m+rDm+2)n+3)n+a)nt 5)>
1 1

8
—_— p— . 1 t
<5'3.456-.7 1575 (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
n

4. feladat. Jelolje O az ABC haromszog koré irt kor kozéppontjat. Legyen k € (0,1) és E, illetve
F' két olyan pont amelyre ﬁ =k- zﬁ és ﬁ =k- 1@

a) Igazold, hogy AB = AC akkor_)és csakis akkor, ha létezik olyan A nullatol kiilonbozé valos
szém, amelyre ﬁ + C@ =\-0A.
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I[II. OMMO - IX. osztaly

s
b) Legyen BF NCE = {P}. Igazold, hogy ha B?%— C@ = OA és OFPF négyszog paralelogram-
ma, akkor P az ABC haromszog ortocentruma és O EPF rombusz!

Betuker Enikd, Margitta
Toth Csongor, Szovdta

Megoldds.  a) Legyen A" a BC oldal felez6pontja. Ekkor teljesiil, hogy

CE=CB+BE é BF=BC+CF,

ahonnanC@—l—B?zB?qLﬁ.
Mivelﬁ:(k—l)-ﬁésﬁ:(k’—l)-ﬁezért

CE+BF = (k—1)- (AB+ AC) = 2(k — 1) AA". (2 pont)

,2—" Ha AB = ég’, akko:ilA’ 1 BC, tehat O € AA’. Innen kovetkezik, hogy létezik ¢ € R*
ugy, hogy AA" = ¢- OA, ahonnan
—

CE + BE = 2q(k — 1) - OA,

tehat A = 2¢g(k — 1) € R*. (1 pont)

—
=" Tudjuk, hogy BE + CE = A-OA, ahol A € R*. Mésrészt BE+ CE = 2(k—1)AA". Tnnen

—— s
kapjuk, hogy /\0—121 =2(k—1)AA’, ahonnan O—1>4 = @ -AA', vagyis az O, A, A’ pontok
kollineérisak.

Mivel OA’ 1L BC, ezért AA' L BC, és igy AB = AC. (2 pont)

b) A ﬁ + C@ =\ 0—121 Osszefiiggésb6l A = 1 esetén kapjuk a ﬁ + C@ = 0—121 egyenlGséget,
tehat AB = AC. Masrészt teljesiil, hogy

BF +CE = 04
BO +OF + 0O +OE = OA
OF + OF = OA+ 0B+ 0C
O_I>7+O?:O—I]I, (2 pont)

ahol H az ABC' haromszog ortocentruma.

Mivel OFE PF paralelogramma, ezért O? + O? = O—}>7 Azt kaptuk, hogy O‘[?[) = O—}%, ahonnan

P=H. (1 pont)
Mivel AB = AC, ezért OF = OF, tehat OE PF rombusz. (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
|
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