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1. feladat. A valds szamok halmazan oldd meg a kovetkezd egyenletrendszert:

(2* +2)(y* +2) = 2(y + 2)°
(2 +2)(22+2) =2(z+ )2
(2 +2)(2* +2) = 2(z +y)*

dr. Bencze Mihdly, Brasso

Elsé megoldds. Osszeadva a harom egyenletet kapjuk, hogy
(@ +2)(W* +2) + (1° +2)(Z" + 2+ (2" +2) (2" +2) - 2y + 2)* — 2(z + 2)° — 2z +y)* =0,
(1 pont)
4o 4 dy? + 422 + 2% F P 4 222 412 — 2(220% + 297 4 227 + 2oy + 29z + 222) = 0,
22y 22+ 22 — oy — dyz — 4z + 12 =0,

(zy —2)° + (yz — 2)° + (22 = 2)* = 0, (2 pont)
ahonnan zy = 2, yz = 2, zax = 2. (1 pont)
Ezeket Osszeszorozva x2y?2% = 8, ahonnan xyz = +2/2. (1 pont)

—2v/2
Ha zyz = —2v/2, akkor 2z = Tz _ T\/_ — —+/2 és hasonléan = = —v/2, y = —v/2. (2 pont)
Ty
2v/2

Ha zyz = 2v/2, akkor z = e _ T\/_ = /2 és hasonléan = = V2, y = /2.

. Y

Osszegezve, az egyenletrendszer lehetséges megoldasai (z,y, 2) = (—v/2, V2, —V/2) ¢s (z,y,2) =

(V2,V2,v2). (1 pont)

Visszahelyettesitve a kapott két szamhérmast az egyenletrendszerbe, azt kapjuk, hogy azok valéban

megoldasok. (1 pont)

Hivatalbol (1 pont)
[

Madsodik megoldds. A Cauchy-Schwarz egyenlGtlenség alapjan barmely z,y, 2 € R esetén

(a® +2)(y° +2) 2 (eV2+yv2)? = 2(z +y)”,
(i +2)(2° +2) 2 (yv2 +2v2)* = 2(y + 2)%,
(22 4+2)(2242) > (2V2 + 2v2)? = 2(2 4 2)%.

Ezeket az egyenlGtlenségeket Osszeszorozva és felhasznalva az egyenletrendszert kovetkezik, hogy
mindharom fenti egyenlétlenségben egyenl@ség all fenn. Innen kovetkezik, hogy

X

Y
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I[II. OMMO - IX. osztaly

ahonnan x = y = z. Az els6 egyenletbdl kapjuk, hogy
(z® +2)? = 2(22)?,

amelynek megoldasai z = ++/2, tehét a rendszer lehetséges megoldasai (z,y, 2) = (—v/2, —v/2, —v/2)
s (2,1, 2) = (V2. VZ,\/3)
[ |

2. feladat. Igazold, hogy a 2019, 20192019, ..., 20192019...2019 szamok koziil van olyan, amelyik
2022 db 2019-es

oszthatd 2021-gyel!

Turdean Katalin, Zilah

Megoldas. Legyen
xr = 20192019...2019,
k db%l9—es

ahol k € {1,2,...,2022}.

A 2021-gyel valo osztaskor 2021 kiilonb6z6 maradékot kaphatunk, ezek a 0,1,...,2020. (1 pont)
Mivel 2022 szamunk és 2021 kiilonb6z6 maradékunk van, ezért létezik két olyan szam, amelynek a
2021-gyel val6 osztési maradéka megegyezik. Legyen ez a két szam xy és x;, ahol 1 < k < [ < 2022.

(2 pont)

Innen kovetkezik, hogy az x; — x5, = x;_1, - 10** oszthato 2021-el. (3 pont)
A 10% és 2021 relativ primek, (2 pont)
ezért x;_;, oszthato 2021-gyel. (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
[ |

3. feladat. Az ABCD konvex négyszogben legyen M az atlok metszéspontja. Igazold, hogy

a) VAM - BM ++/CM - DM < \/(AM + MC) - (BM + MD);

b) VTams +VIenme +VIeup +VIpvma < 2v/Tapep.

dr. Bencze Mihaly, Brasso

Elsé megoldds.  a) A feladatbeli egyenl6tlenség mindkét oldalat négyzetre emelve kapjuk a kovet-
kez6 vele egyenértéki egyenlStlenségeket:

VAM - BM +VCM - DM <\/(AM + MC) - (BM + MD),
AM-BM+CM-DM+2vVAM-BM-CM-DM <AM-BM+AM-MD+MC-BM+MC-MD,

0< (\/AM "MD — VMC- BM>2. (2 pont)
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I[II. OMMO - IX. osztaly

b) Legyen m(fm\B) = «a, igy m(B/]\/[\C’) = 180° — «. Felirjuk a haromszogek teriiletét

MB - MA -sina MC-MD -sina
Tamp = 5 , Temp = 5 ;
MB-MC -sina MA-MD -sina
Tmce = ; Tpma = )
2 2
ahol figyelembe vettiik, hogy sin(180° — a) = sin cv. (2 pont)

Tapcp = Tams + Temc +Tovmp +Toma
[MB-(MA+ MC)+ MD - (MA+ MC)]-sina

:(MA+MC)~(J\/;B—|-]\3[D)~sina' (2 pont)
Hasznélva az a) alpontban kapott egyenlétlenséget kapjuk, hogy

VTans + vVTemp < /Tasep- (1)

Hasonléan VM B - MC +vVMA-MD < \/(MA+ MC) - (MB + MD), ahonnan
VTsye + VToua < /Tasep- (2)
(2 pont)
Az (1)-es és (2)-es egyenlStlenségek megfelels oldalait Gsszeadva megkapjuk a kért egyenlStlen-
séget. (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
|

Mdsodik megoldds.  a) Legyen AM = a*, BM =V*, CM = ¢* és DM = d?, ahol a,b,c,d > 0.
A Cauchy-Schwarz egyenlétlenség alapjan tudjuk, hogy

(a® + A)(b* + d*) > (ab + cd)*.

Gyokot vonva a fenti egyenlGtlenség mindkét oldalabol kovetkezik az igazolando egyenlGtlenség.
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I[II. OMMO - IX. osztaly

b) Legyen Tayp = 2%, Teyve = %, Toup = 22 és Tpara = t2, ahol z,y,2,t > 0. Ez alapjan
Tapcp = 22 +y? + 22 +t2. Az x,vy, z,t szamokra felirt szamtani és négyzetes kozepek kozotti

egyenlStlenséghdl kovetkezik az igazolando egyenlGtlenség.
|

Megjegyzés. A masodik megoldas alapjan a feladatban megadott egyenlStlenségek az ABC D kon-
vex tetszéleges M bels6 pontjara fennéallnak.

4. feladat. Felirjuk a tablara 1-t6l 2020-ig az Osszes természetes szamot. Letoroliink két olyan
szamot, melyek kiilonbsége oszthatd 3-mal, és helyettiik a két szam 6sszegét irjuk fel. Ezt az eljarast
addig ismételjiik, ameddig lehetséges. Igazold, hogy az eljaras végén a tabldn pontosan két szam
marad!

Zajzon Csaba, Barot
Madtyads Ildiko Bedta, Szatmdrnémeti
Szdsz Szildrd, Marosszentkirdly

Elsd megoldds. Két szam kiilonbsége pontosan akkor oszthatd 3-mal, ha a 3-mal valé osztasi mara-
dékuk megegyezik. A tablan szerepld szémok koziil 674 darab 3k 4 1 alakd, 673 darab 3k + 2 és 673
darab 3k alaku.

(1 pont)

Két 3k alaki szam 0Osszege is 3k alaku, ezért ha két ilyen szdmot valasztunk ki letorlésre, akkor a
tablan lévé 3k alakt szdmok szama egyel csokken. Ezért, ha mar nem folytathatd az eljaras, akkor
a 3k alaku szamok koziil pontosan egy maradt a tablan. (1 pont)

Két 3k + 1 alakt szam Gsszege 3k 4 2 alaki, ezért ha két ilyen szamot torliink le, akkor helyettiik
egy 3k + 2 alaku szam keriil fel a tablara. Ebben az esetben a tédblan 1é6vS 3k + 1 alaki szamok szama
2-vel csokken, mig a 3k + 2 alakd szamoké 1-gyel novekszik. (1 pont)

Két 3k + 2 alaka szam 6sszege 3k + 1 alaki, ezért ha két ilyen szamot torliink le, akkor helyettiik
egy 3k + 1 alakt szam keriil fel a tablara. Ebben az esetben a tablan 1év6 3k + 2 alaka szamok szama

2-vel csokken, mig a 3k + 1 alaku szamoké 1-gyel novekszik. (1 pont)

A fentiek alapjan a 3k + 1 alaka és 3k + 2 alakt szamok szaméanak kiilonbsége 3 t6bbszorosével

valtozik. (2 pont)
Az eljaras elején ez a kiilonbség 674 — 673 = 1, igy a végén a kiilonbség 3-mal val6 osztasi maradéka
1 kell legyen. (1 pont)

Az eljaras befejez6désekor ugy a 3k + 1 alakd szamok szama, mint a 3k + 2 alakt szamok szama
legfeljebb egy. Masrészt az el6z8 észrevétel alapjan ekkor a tablan 3k 4 1 alaku szambol legalabb
egyel tobb kell legyen, mint 3k + 2 alakubol. Ez csak tgy lehetséges, ha 3k + 1 alaki szambol egy
darab marad és 3k 4 2 alakibol egy sem.

Osszegezve, ha mar az eljaras nem folytathato, akkor a tablan maradt egy 3k alaki és egy 3k + 1
alaku szam, vagyis a végén 2 szam marad a tablan. A fenti gondolatmenetet felhasznalva adhato egy
olyan algoritmus, amely végrehajtésaval elérheté hogy a tablan pontosan két szam maradjon.

(2 pont)
Hivatalbol (1 pont)
|
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I[II. OMMO - IX. osztaly

Mdsodik megoldads. Vegyiik észre, hogy a tablan 1évé szamok Osszege nem valtozik, illetve az Osszeg

3-mal val6 osztési maradéka 1. (2 pont)
Két 3k alaku szam helyett egy 3k alaki keriil mindig vissza a tablara, tehat az eljaras végén a tablan
marad egy 3k alaku szam. (1 pont)

Héaromnal t6bb szdm nem maradhat a tablan, mert a skatulya elv alapjan ekkor lenne ketts
amelynek a 3-mal valé osztasi maradéka megegyezik, és ez esetben az eljaras tovabb folytatddna.
(2 pont)

Ha harom szam maradna a tablan, akkor azok 3-mal val6 osztési maradéka paronként kiilonb6z6
kell legyen, ellenkezé esetben az eljarés folytatédna. Viszont, ha a maradékok paronként kiilénb6za-
ek, akkor ezeknek az Osszege 3, ami ellentmond annak, hogy a tablan 1év6 szamok 3-mal val6 osztési
maradéka 1. (2 pont)

Ugyanakkor a tablan legaldbb két szamnak kell maradnia, mert biztosan marad egy 3-mal oszt-
hato és tudjuk, hogy a fentmarado6 szamok Gsszegének a 3-mal valo osztési maradéka 1. (1 pont)

Az eljarés sordn minden 1épésben egyel csokken a tablan levé szamok szama, ezért 2018 1épés

utan mindig elérjiik, hogy a tablan két szam legyen. (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
[ |

5. feladat. Az ABCD négyzet oldalain felvessziik az M € (CD) és N € (BC') pontokat, melyekre

DM CN T 9
Ve -NB= k. Hatarozd meg a k arany értékét ugy, hogy TZJ\;; =13 ahol {P} = DN N AM.

Biro Béla, Sepsiszentgyorgy

Megoldds. Tekintsiik az alabbi dbrat.

A B
N
P
D
M C

Egyrészt az M és N pontok ugyanolyan aranyban osztjék a (C'D), illetve a (BC') oldalakat, ezért
konnyd belatni, hogy ADMa = DCNp, ahonnan m(DAM) = m(CDN) = a. (2 pont)

Masrészt az AP D haromszogben a szogosszegre vonatkozo tétel alapjan

m(APD) = 180° — o — (90° — @) = 90°,
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vagyis AM L DN. (1 pont)
Emiatt az APNB és CNPM négyszogek korbeirhatoak. (2 pont)
Innen mar kovetkezik, hogy az ANM és BPC' héromszogekben két-két szog kongruens, ezért ez a
két haromszog hasonlo. (1 pont)

Harmadrészt, felhasznalva, hogy két hasonlé haromszog teriiletének aranya egyenld a hasonlosagi
arany négyzetével, irhatjuk, hogy

9 TBPC BC2 a2 k2+2k’+1
I _ — - . (2 pont)

13 Tanm AM?2 2 (1 4R ) 2k + 2k + 1

(k+1)2
Innen az 5k% — 8k — 4 = 0 egyenlethez jutunk, ahonnan a k > 0 feltétel miatt & = 2 adodik.

(1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
[ |

6. feladat. Legyen z egy olyan valos szam, amelyre 23 + 22 és 25 + 3z racionalisak. Igazold, hogy
az x racionalis szam! dr. Bencze Mihaly, Brasso

Megoldas. Bevezetjik az
a=2>+2x€Q és b=2"+3z€Q

jeloléseket. Ha a = 0 vagy b = 0, akkor x = 0, ami racionélis. (1 pont)
A tovabbiakban az x # 0 esetet vizsgaljuk. A bevezetett jelolések alapjan

—ar® = —(2* + 27)2® = —2° — 22°.
Innen b — ax? = (2° + 3x) — 2° — 22% = —223 + 3. (2 pont)
A b — ax® = —22% + 3x Osszefiiggésbe 13 = a — 2z-et helyettesitve kapjuk, hogy —2(a — 2z) + 3z =
b — ax?, tehat
az® 4+ Tr — (2a + b) = 0. (1)
(2 pont)
Az utébbi osszefiiggést beszorozva z-szel kapjuk, hogy az® + 722 — (2a + b)x = 0. Az utébbi
osszefiiggésbe 13 = a — 2z-et helyettesitve kapjuk, hogy a(a — 2z) + 72? — (2a + b)z = 0, ami

70* — (b+4a)r +a* =0 (2)

alakra hozhato. (1 pont)
Az (1)-es Osszefiiggés T-szeresébdl kivonva a (2)-es Osszefiiggés a-szorosat kapjuk, hogy

x(4a® + ab + 49) = a® + 7(2a + b). (1 pont)

Mivel 4a® + ab + 49 = 28 + 62° + 192* + 2222 + 49 nem lehet nulla, ezért x kifejezhets két racionalis

szam aranyaként
a® +7(2a + b)
Tr =
4a? + ab+ 49’

tehat x racionalis, ha a és b racionélisak. (2 pont)
Hivatalbol (1 pont)
|
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